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1
Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü íåéðîíà, ïðåäëîæåííàÿ óëüêîâûì. Â äåòåðìèíèðîâàííîì
âàðèàíòå ýòà ñèñòåìà ìîäåëèðóåò ðàçëè÷íûå ðåæèìû íåéðîííîé àêòèâíîñòè, òàêèå êàê ïîêîé, òîíè-
÷åñêèé è õàîòè÷åñêèé ñïàéêèíã. Â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé â ñèñòåìå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ
åùå îäèí âàæíûé ðåæèì  áåðñòèíã, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ïåðåìåæàåìîñòüþ ó÷àñòêîâ ïîêîÿ è âîçáóæ-
äåíèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ìåõàíèçìû èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ îò ïîêîÿ
ê áåðñòèíãó â çîíå êàñàòåëüíîé áèóðêàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ïåðåõîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ
òðàíñîðìàöèåé äèíàìèêè ñèñòåìû èç ðåãóëÿðíîé â õàîòè÷åñêóþ. Äëÿ àíàëèçà ýòèõ áèóðêàöèîí-
íûõ ÿâëåíèé èñïîëüçóþòñÿ òåõíèêà óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü óëüêîâà íåéðîííîé àêòèâíîñòè, ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ, óíêöèÿ ñòîõàñòè-
÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, êàñàòåëüíàÿ áèóðêàöèÿ, èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû, ñòîõàñòè÷åñêèå
áèóðêàöèè.
DOI: 10.20537/vm160401
Ââåäåíèå
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç íåéðîííîé àêòèâíîñòè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè-
âëåêàþò âíèìàíèå êàê áèîëîãîâ, òàê è ìàòåìàòèêîâ. Â ñèëó íåëèíåéíîñòè äàæå ïðîñòûå ìîäå-
ëè íåéðîíîâ äåìîíñòðèðóþò ñëîæíûå è ðàçíîîáðàçíûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ñ ðåãóëÿðíûìè
è õàîòè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè. Äëÿ àíàëèçà íåéðîííûõ ìîäåëåé àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ñîâðå-
ìåííàÿ òåîðèÿ áèóðêàöèé [1, 2℄.
Âàæíûì ñâîéñòâîì íåéðîíà ÿâëÿåòñÿ åãî âîçáóäèìîñòü  ïåðåõîä èç ïîêîÿùåãîñÿ ñîñòîÿ-
íèÿ ê ãåíåðàöèè áîëüøåàìïëèòóäíûõ âñïëåñêîâ (ñïàéêîâ). Â äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ðåæèìàì
ïîêîÿ ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ, à ðåæèìó âîçáóæäåíèÿ  ïåðèîäè÷åñêèå èëè
õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ. Íåéðîí ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü è ðåæèì áåðñòèíãà ñ ïåðåìåæàå-
ìîñòüþ ïîêîÿ è âîçáóæäåíèÿ.
Â ìîäåëÿõ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì áåðñòèíã âîçìîæåí òîëüêî â ñèñòåìàõ ðàçìåðíîñòè òðè
è âûøå (ìîäåëè Õèíäìàðøîçå, ÕîäæêèíàÕàêñëè è äð.). Â êëàññå ìîäåëåé ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì ðåæèì áåðñòèíãà ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ ñèñòåìàìè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè [3, 4℄.
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ êîíöåïòóàëüíàÿ îäíîìåðíàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü íåéðîííîé àê-
òèâíîñòè, ïðåäëîæåííàÿ óëüêîâûì â [5℄. Â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà ìîäåëèðó-
åò ðåæèìû ïîêîÿ, òîíè÷åñêîãî è õàîòè÷åñêîãî ñïàéêèíãà. åæèì áåðñòèíãà âîçíèêàåò â ýòîé
ñèñòåìå ëèøü ïðè äîáàâëåíèè â ìîäåëü íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âåðîÿòíîñòíîãî ìåõàíèçìà ñòîõàñòè÷åñêîé ãå-
íåðàöèè áåðñòèíãà â çîíå êàñàòåëüíîé áèóðêàöèè, ãäå èñõîäíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü
óëüêîâà äåìîíñòðèðóåò ïåðåõîä îò ïîðÿäêà ê õàîñó ÷åðåç ïåðåìåæàåìîñòü. Òàêîé ñöåíàðèé
ïåðåõîäà îò ïîðÿäêà ê õàîñó â äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëÿõ [6,7℄ áûë îáíàðóæåí ïðè èññëåäî-
âàíèè ìåõàíèçìîâ ïåðåõîäà ê òóðáóëåíòíîñòè.
Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âîçäåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ðåæèìû äèñêðåòíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ïðîâîäèëñÿ ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè [810℄. Èñ÷åðïûâàþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå
îïèñàíèå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ
1
àáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà îññèéñêîãî íàó÷íîãî îíäà (ïðîåêò  161110098).
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äàåòñÿ óíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì ÏåððîíàÔðîáåíèóñà, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êîòîðîãî
äîñòóïíî ëèøü â âåñüìà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Çäåñü êîíñòðóêòèâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ðàçðà-
áîòêà ïîäõîäÿùèõ àñèìïòîòèê è àïïðîêñèìàöèé. Â ðàáîòàõ [11, 12℄ áûëà ïðåäëîæåíà òåõíèêà
óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñòîõàñòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ
äèñêðåòíûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå ýòîé òåõíèêè ïðî-
âîäèòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ â íåéðîííîé ìîäåëè óëüêîâà.
Â ïàðàãðàå 1 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå äèíàìèêè èñõîäíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè óëü-
êîâà â çîíå, ïðèìûêàþùåé ê òî÷êå êàñàòåëüíîé áèóðêàöèè, ãäå ðåàëèçóåòñÿ ñöåíàðèé ïåðå-
õîäà îò ïîðÿäêà ê õàîñó ÷åðåç ïåðåìåæàåìîñòü.
Ïàðàãðà 2 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ìîäåëè óëüêîâà ïîä âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîç-
ìóùåíèé. Çäåñü èçó÷àåòñÿ ÿâëåíèå èíäóöèðîâàííîãî øóìîì áåðñòèíãà â çîíå, ãäå èñõîäíàÿ
äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü èìååò åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Äëÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ýòîãî ÿâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òåõíèêà óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè è ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.
Â òðåòüåì ïàðàãðàå ïîêàçàíî, êàê ãåíåðàöèÿ âûçâàííîãî øóìîì áåðñòèíãà ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ïåðåõîäîì îò ïîðÿäêà ê õàîñó. Çäåñü îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü îáíàðóæåííûõ ÿâëåíèé ñî ñòîõà-
ñòè÷åñêèìè P - è D-áèóðêàöèÿìè.
 1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óëüêîâà
àññìîòðèì äèñêðåòíóþ ìîäåëü óëüêîâà [5℄
xt+1 =
α
1 + x2t
+ γ, (1)
ãäå áåçðàçìåðíàÿ ïåðåìåííàÿ x îïèñûâàåò ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë. Ïàðàìåòð α = 4.7 çàèê-
ñèðîâàí, à ïàðàìåòð γ ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèì.
Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà γ â ñèñòåìå (1) íàáëþäàþòñÿ ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû.
Íà ðèñ. 1, a ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû (1) îò ïàðàìåòðà γ íà èíòåðâàëå
−5 < γ < −2.5. Îáîçíà÷èì γ1 = −4.754, γ2 = −4.141, γ3 = −2.908.
Íà èíòåðâàëå −5 < γ < γ3 ó ñèñòåìû ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå x¯1 (íèæíÿÿ ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ íà áèóðêàöèîííîé äèàãðàììå ðèñ. 1, a). Ïðè äâèæåíèè ñëåâà íàïðàâî â òî÷êå γ1
ó ñèñòåìû ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíî ïîëóóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, êîòîðîå ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ðàâ-
íîâåñèÿ: x¯2 è x¯3. àâíîâåñèå x¯2, ëåæàùåå ìåæäó x¯1 è x¯3, íàáëþäàåòñÿ íà èíòåðâàëå γ1 < γ < γ3,
ãäå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì (êðàñíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 1, a).
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èñ. 1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óëüêîâà ñ α = 4.7: a) áèóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà; b) ïîêàçàòåëè
Ëÿïóíîâà
àâíîâåñèå x¯3 äàåò íà÷àëî äåðåâó Ôåéãåíáàóìà  êàñêàäó áèóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà
ñ ïåðåìåæàåìîñòüþ çîí ïîðÿäêà è õàîñà. Ñîîòâåòñòâóþùèå àòòðàêòîðû ýòîãî äåðåâà èçîáðàæå-
íû íà èíòåðâàëå γ1 < γ < γ2. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà γ ÷åðåç γ2 õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ýòîãî
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äåðåâà êàñàåòñÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x¯2 è èñ÷åçàåò  â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò áèóðêàöèÿ
êðèçèñà [13, 14℄.
Íà èíòåðâàëå γ2 < γ < γ3 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì óñòîé÷èâîå ðàâíîâå-
ñèå x¯1. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó γ3 â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áèóðêàöèè ðàâíîâåñèÿ x¯1, x¯2
ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì â ñèñòåìå ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé õàîòè÷åñêèé àòòðàê-
òîð áîëüøîé àìïëèòóäû.
Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû (1)  ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà  ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 1, b. Çäåñü êðàñíûì öâåòîì ïîêàçàí ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü àòòðàêòîðîâ
äåðåâà Ôåéãåíáàóìà, à ñèíèì öâåòîì  óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x¯1 äëÿ γ < γ3 è áîëüøåàì-
ïëèòóäíîãî àòòðàêòîðà â çîíå γ > γ3. Äèíàìèêà ñèñòåìû ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè êàñàòåëüíîé
áèóðêàöèè γ3 íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 2. Êàê âèäíî, ïðè γ = −3 ñóùåñòâóþò äâà
ïóòè ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ x¯1, ÿâëÿþùåìóñÿ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû. Äëÿ
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x0 < x¯2 ðåøåíèå xt ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê x¯1. Ïðè x0 > x¯2 ó ðåøåíèÿ
ñíà÷àëà íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîäíûé ðåæèì ñ êîëåáàíèÿìè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ àìïëèòóä, ïîêà
òðàåêòîðèÿ íå ïîïàäåò íàêîíåö â çîíó xt < x¯2 ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè. Ýòè äâà òèïà ïîâå-
äåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2, a. Çäåñü íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå x¯2 èãðàåò ðîëü ñåïàðàòðèñû,
ðàçäåëÿþùåé ýòè äâà äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìà.
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èñ. 2. Èòåðàöèè è âðåìåííûå ðÿäû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû (1): a) äëÿ γ = −3; b) äëÿ γ = −2.85.
Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ïîêàçàíî ÷åðíûì êðóæêîì, à íåóñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ  ïóñòûìè êðóæêàìè
Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (1) ïðè γ = −2.85 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2, b. Çäåñü, íåçà-
âèñèìî îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, ðåøåíèå ñèñòåìû ñîâåðøàåò áîëüøåàìïëèòóäíûå õàîòè÷åñêèå
îñöèëëÿöèè. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü áèóðêàöèîííàÿ òî÷êà γ3 ðàçäåëÿåò äâà âàðèàíòà
íåéðîííîé àêòèâíîñòè: ïðè γ < γ3 íåéðîí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè óñòîé÷èâîãî ïîêîÿ, à ïðè
γ > γ3 íåéðîí íàõîäèòñÿ â âîçáóæäåíèè ñ ðåæèìîì õàîòè÷åñêîãî ñïàéêèíãà.
Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàå èññëåäóåòñÿ âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó (1)
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â îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàòåëüíîé áèóðêàöèè γ3.
 2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü óëüêîâà
àññìîòðèì ìîäåëü óëüêîâà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè:
xt+1 =
α
1 + x2t
+ γ + εξt. (2)
Çäåñü ñëó÷àéíûå ëóêòóàöèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà γ ìîäåëèðóþòñÿ íåêîððåëëèðîâàííûì
áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì ξt ñ ïàðàìåòðàìè E(ξt) = 0, E(ξ
2
t ) = 1, à ε  èíòåíñèâíîñòü ýòîãî
øóìà.
àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìèêó ñèñòåìû âáëèçè γ3 ïðè γ < γ3. Çäåñü äåòåðìèíèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå x¯1. Íà ðèñ. 3 èçîáðà-
æåíû âðåìåííûå ðÿäû äëÿ γ = −2.95 è ðàçíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè ε. Ïðè ìàëûõ ñëó÷àé-
íûõ âîçìóùåíèÿõ òðàåêòîðèÿ ñëåãêà îòêëîíÿåòñÿ îò óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x¯1 è ñîâåðøàåò
ñòîõàñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû (ñì. òðàåêòîðèþ äëÿ ε = 0.05, ïîêàçàííóþ êðàñ-
íûì öâåòîì). Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè âîçìóùåíèé ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå
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èñ. 3. Âðåìåííûå ðÿäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè óëüêîâà äëÿ γ = −2.95: ïðè ε = 0.05 (êðàñíàÿ ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ); ε = 0.2 (÷åðíàÿ ëèíèÿ); óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (ñèíÿÿ ëèíèÿ); íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå (ïóíêòèðíàÿ
êðàñíàÿ ëèíèÿ)
äèíàìèêè ñèñòåìû. Êîãäà èíòåíñèâíîñòü øóìà ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå,
ñëó÷àéíàÿ òðàåêòîðèÿ îêàçûâàåòñÿ â çîíå, ðàñïîëîæåííîé çà ñåïàðàòðèñîé x¯2, ãäå âñïëåñêè
çíà÷åíèé àìïëèòóäû îáúÿñíÿþòñÿ íå ñòîëüêî äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé, ñêîëüêî îñî-
áåííîñòÿìè äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêè â ýòîé çîíå.
Äåéñòâèòåëüíî, â çîíå xt > x¯2 íà÷èíàþò íàáëþäàòüñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ áîëüøîé
àìïëèòóäû, ïîêà òðàåêòîðèÿ íå âåðíåòñÿ â çîíó xt < x¯2 ñ ìàëîàìïëèòóäíûìè îñöèëëÿöèÿìè.
Òàêèå ñòîõàñòè÷åñêèå ïåðåõîäû ÷åðåç ñåïàðàòðèñó x¯2 ïðèâîäÿò ê ïåðåìåæàåìîñòè êîëåáàíèé
ìàëûõ è áîëüøèõ àìïëèòóä (ñì. íà ðèñ. 3 òðàåêòîðèþ äëÿ ε = 0.2, ïîêàçàííóþ ÷åðíûì öâåòîì).
Ýòîò äèíàìè÷åñêèé ðåæèì ñîîòâåòñòâóåò èíäóöèðîâàííîìó øóìîì áåðñòèíãó. Òàêèì îáðàçîì,
íåñìîòðÿ íà äåòåðìèíèðîâàííóþ óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ, ìîäåëü óëüêîâà îáëàäàåò âûñîêîé
ñòîõàñòè÷åñêîé âîçáóäèìîñòüþ  âàæíûì ñâîéñòâîì íåéðîííîé ñèñòåìû.
Äåòàëè ïåðåõîäà îò ìàëîàìïëèòóäíûõ êîëåáàíèé âîêðóã óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ê ãåíåðà-
öèè ñòîõàñòè÷åñêîãî áåðñòèíãà ïîêàçàíû íà ðèñ. 4 äëÿ äâóõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåò-
ðà. Êàê âèäíî, ÷åì áëèæå çíà÷åíèå γ ê òî÷êå êàñàòåëüíîé áèóðêàöèè γ3 = −2.908, òåì ïðè
ìåíüøåì øóìå íàñòóïàåò ãåíåðàöèÿ áåðñòèíãà.
Èíäóöèðîâàííàÿ øóìîì ïåðåìåæàåìîñòü è ïåðåõîä ê õàîñó 457
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4
a)
0 0.1 0.2 0.3
−3
−2
−1
0
1
2
PSfrag replaements
x
ε
b)
0 0.1 0.2 0.3
−3
−2
−1
0
1
2
PSfrag replaements
x
ε
èñ. 4. Còîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2): a) äëÿ γ = −3; b) äëÿ γ = −2.95. Ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ïîêàçàíû ñåðûìè
òî÷êàìè, óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå x¯1  ñèíåé ëèíèåé, íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå x¯2  ïóíêòèðíîé êðàñíîé
ëèíèåé, ãðàíèöû äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ  ñèíèìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè
Â ïîíèìàíèè âåðîÿòíîñòíîãî ìåõàíèçìà èíäóöèðîâàííîãî øóìîì áåðñòèíãà ñëåäóåò ó÷è-
òûâàòü äâà îáñòîÿòåëüñòâà: ñòîõàñòè÷åñêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ x¯1 ê ñëó÷àéíûì âîç-
ìóùåíèÿì è óäàëåííîñòü ýòîãî ðàâíîâåñèÿ îò ñåïàðàòðèñû x¯2.
Ôóíêöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè w óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x¯ îáùåé îäíîìåðíîé
ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû
xt+1 = f(xt) + εσ(xt)ξt
çàäàåòñÿ ÿâíîé îðìóëîé [12℄
w =
σ2(x¯)
1− (f ′(x¯))2 .
Äëÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x¯1 ìîäåëè óëüêîâà (2) ìû èìååì
w =
(1 + x¯2)4
(1 + x¯2)4 − 4x¯2α2 .
Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ w è ε, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ãàóññîâñêóþ àïïðîêñèìàöèþ ñòàöèîíàðíîé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
p(x) =
1√
2piw ε
exp
(
−(x− x¯)
2
2wε2
)
è íàéòè ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà (x˜1, x˜2): x˜1,2 = x¯ ± kε
√
2w. Çäåñü êîýèöèåíò k
ñâÿçàí ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P îðìóëîé k = erf−1(P ), ãäå
erf(x) =
2√
pi
∫ x
0
e−t
2
dt
 óíêöèÿ îøèáîê. Òåîðèÿ óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè áûëà ðàçðàáîòàíà â [11,
12, 15℄ è ïðèìåíåíà ê àíàëèçó øèðîêîãî êðóãà íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ [1618℄.
Íà ðèñ. 4 ãðàíèöû äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ èçîáðàæåíû ñèíèì ïóíêòèðîì. Äàííûé ïîä-
õîä ïîçâîëÿåò îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ε∗ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ïðèâîäÿùåãî ê ãåíåðàöèè
ñòîõàñòè÷åñêîãî áåðñòèíãà. Â êà÷åñòâå òàêîãî çíà÷åíèÿ åñòåñòâåííî âçÿòü èíòåíñèâíîñòü øóìà,
ïðè êîòîðîì âåðõíÿÿ ãðàíèöà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà x˜2 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåïàðàòðèñîé x¯2:
ε∗ =
|x¯2 − x¯1|
2k
√
w
.
Ïîëó÷åííàÿ îðìóëà ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè ó÷åñòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó êðèòè÷åñêîé èíòåí-
ñèâíîñòüþ øóìà, ðàññòîÿíèåì ìåæäó àòòðàêòîðîì è ñåïàðàòðèñîé, à òàêæå ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòüþ àòòðàêòîðà.
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Êàê âèäèì, â èññëåäîâàíèè ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè áåðñòîâ â ìîäåëè óëüêîâà, àíàëèòè-
÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåõíèêå ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ
ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
 3. Ñòîõàñòè÷åñêèå áèóðêàöèè â ìîäåëè óëüêîâà.
Èíäóöèðîâàííûé øóìîì õàîñ
àññìîòðèì, êàê ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè áèóðêàöèÿ-
ìè. Â òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ áèóðêàöèé òðàäèöèîííî âûäåëÿþò òàê íàçûâàåìûå P - è D-
áèóðêàöèè [14℄. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå P -áèóðêàöèè îòðàæàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêîé äèíàìèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì îðìû ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ.
àññìîòðèì, êàê ìîæåò ìåíÿòüñÿ îðìà ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîäåëè
óëüêîâà ïðè óâåëè÷åíèè øóìà âáëèçè òî÷êè êàñàòåëüíîé áèóðêàöèè γ3, ïðè γ < γ3, ãäå
èñõîäíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì óñòîé÷èâîå ðàâíîâå-
ñèå x¯1.
Ïðè ìàëûõ øóìàõ ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî ýòîãî ðàâíîâåñèÿ x¯1
(ñì. ðèñ. 3, 4). Ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé ïðè γ = −2.95 è ε = 0.05
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5, a. Çäåñü ãðàèê óíêöèè p(x) óíèìîäàëåí è èìååò äîñòàòî÷íî óçêèé è
âûñîêèé ïèê íàä òî÷êîé x¯1 = −2.04.
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èñ. 5. P -áèóðêàöèÿ â ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè óëüêîâà ñ γ = −2.95: a) ïðè ε = 0.05; b) ïðè ε = 0.2
Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà, êîãäà â ñèñòåìå íà÷èíàåòñÿ ãåíåðàöèÿ áîëüøåàìïëèòóäíûõ áåðñòî-
âûõ êîëåáàíèé, ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü ìåíÿåòñÿ: íàðÿäó ñ åñòåñòâåííûì óâåëè÷åíèåì äèñïåð-
ñèè ó ãðàèêà p(x) ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïèê â çîíå, äîñòàòî÷íî óäàëåííîé îò óñòîé÷è-
âîãî ðàâíîâåñèÿ x¯1 (ñì. ðèñ. 5, b äëÿ γ = −2.95 è ε = 0.2). Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê áåðñòîâûì
êîëåáàíèÿì â ìîäåëè (2) ñîïðîâîæäàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé P -áèóðêàöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòà-
öèîíàðíîé ïëîòíîñòè èç óíèìîäàëüíîé â áèìîäàëüíóþ.
Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèçóåò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè-
÷åñêîé ñèñòåìû. Íàðÿäó ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è äðóãàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà äèíàìèêè ðåøåíèé  ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà λ. Åñëè λ < 0, òî íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü
òðàåêòîðèé è äèíàìèêà ñèñòåìû êëàññèèöèðóåòñÿ êàê ðåãóëÿðíàÿ. Â ñëó÷àå λ > 0 òðàåêòîðèè
ðàñõîäÿòñÿ è â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ õàîñ. Òàêèì îáðàçîì, ñìåíà çíàêà ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà
ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì êðèòåðèåì ïåðåõîäà îò ïîðÿäêà ê õàîñó. Â ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
òàêàÿ ñìåíà çíàêà ñîîòâåòñòâóåò D-áèóðêàöèè.
àññìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè óëüêîâà ïðè
óâåëè÷åíèè øóìà âáëèçè òî÷êè êàñàòåëüíîé áèóðêàöèè γ3.
Äåòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ε äëÿ òðåõ èêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 6, a. Êàê âèäèì, óâåëè÷åíèå øóìà âåäåò
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èñ. 6. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè (2): a) â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè øóìà ε;
b) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà γ
ê ðîñòó λ. Ïðè çíà÷åíèÿõ γ = −2.91 è γ = −2.95, âåñüìà áëèçêèõ ê áèóðêàöèîííîìó çíà-
÷åíèþ γ3, ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî λ ìåíÿåò çíàê è ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Â ñèñòåìå
ïðîèñõîäèò D-áèóðêàöèÿ ñ òðàíñîðìàöèåé äèíàìèêè èç ðåãóëÿðíîé â õàîòè÷åñêóþ. Ñ äàëü-
íåéøèì ðîñòîì ε ïðîèñõîäèò îáðàòíûé ïåðåõîä: ïîêàçàòåëü λ âíîâü ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì.
Òàêèì îáðàçîì, âáëèçè òî÷êè áèóðêàöèè γ3 íàáëþäàþòñÿ èíäóöèðîâàííûå øóìàìè ïåðåõîäû
¾ïîðÿäîê¿ → ¾õàîñ¿ → ¾ïîðÿäîê¿.
Äîïîëíèòåëüíûå ïîäðîáíîñòè òàêèõ ïåðåõîäîâ ìîæíî óâèäåòü íà ðèñóíêå 6, b, ãäå ïîêàçàíà
çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò ïàðàìåòðà ñèñòåìû γ ïðè èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ε.
Êàê âèäíî, óâåëè÷èâàþùèéñÿ øóì ñíà÷àëà ñäâèãàåò òî÷êó D-áèóðêàöèè âëåâî îò γ3, à çàòåì
íà÷èíàåò ïåðåìåùàòü åå âïðàâî.
Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå ïðîñòàÿ îäíîìåðíàÿ äèñ-
êðåòíàÿ ñèñòåìà óëüêîâà ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ðåæèìû íåéðîííîé
äèíàìèêè, âîçíèêàþùèå â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûå
ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ (òåõíèêà óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è äîâåðèòåëüíûå
îáëàñòè) ïðèìåíèìû ê èçó÷åíèþ íîâûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ åíîìåíîâ è â áîëåå ñëîæíûõ ìíîãî-
ìåðíûõ ìîäåëÿõ íåéðîííîé àêòèâíîñòè.
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A disrete neuron model proposed by Rulkov is studied. In the deterministi version, this system simulates
dierent modes of neural ativity, suh as quiesene, toni and haoti spiking. In the presene of ran-
dom disturbanes, another important mode of bursting haraterized by the alternation of quiesene and
exitement regimes an be observed. We study the probabilisti mehanisms of noise-indued transitions
from quiesene to bursting in the zone of the tangent bifuration. It is shown that suh transitions are
aompanied by a transformation of the system dynamis from regular to haoti. For the analysis of these
bifuration phenomena, the stohasti sensitivity funtions tehnique and method of ondene intervals are
used.
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